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Metoda Elementów Metoda Elementów 
SkończonychSkończonych

POJPOJĘĘCIA  PODSTAWOWE  METODY  CIA  PODSTAWOWE  METODY  
ELEMENTELEMENTÓÓW SKOW SKOŃŃCZONYCHCZONYCH
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WiadomoWiadomośści ogci ogóólnelne

•• Metoda elementMetoda elementóów skow skońńczonych znajduje czonych znajduje 
zastosowanie w rozwizastosowanie w rozwiąązywaniu zadazywaniu zadańń z wielu z wielu 
dziedzin nauki i techniki. Poczdziedzin nauki i techniki. Począątki metody jako tki metody jako 
techniki matematycznej rozwitechniki matematycznej rozwiąązywania rzywania róównawnańń
rróóżżniczkowych czniczkowych cząąstkowych mostkowych możżna odniena odnieśćść do do 
pracy COURANTA R. z 1943 roku. pracy COURANTA R. z 1943 roku. 
Matematyczne podstawy teoretyczne odnaleMatematyczne podstawy teoretyczne odnaleźćźć
momożżna w pracach GALERKINA B. G i RITZA W. na w pracach GALERKINA B. G i RITZA W. 
Zastosowania w dziedzinie mechaniki oZastosowania w dziedzinie mechaniki ośśrodkrodkóów w 
ciciąąggłłych spowodowaych spowodowałły szeroki rozwy szeroki rozwóój metody. j metody. 
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Krótka historia metodyKrótka historia metody
•• 1943 1943 CourantCourant (metody wariacyjne)(metody wariacyjne)

•• 1956 1956 TurnerTurner, , CloughClough, , Martin and ToppMartin and Topp
(sztywność)(sztywność)

•• 1960 1960 CloughClough (“(“FiniteFinite Element”, zadania płaskie)Element”, zadania płaskie)

•• 70te 70te Systemy obliczeniowe na duże komputerySystemy obliczeniowe na duże komputery

•• 80te 80te Mikrokomputery, Mikrokomputery, prepre-- i postprocesoryi postprocesory

•• 90te 90te Analiza dużych układów konstrukcyjnychAnaliza dużych układów konstrukcyjnych
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WiadomoWiadomośści ogci ogóólnelne

WW chwili obecnej metoda jest z powodzeniem chwili obecnej metoda jest z powodzeniem 
wykorzystywana w zagadnieniach mechaniki wykorzystywana w zagadnieniach mechaniki 
ciaciałł odksztaodkształłcalnych, mechaniki pcalnych, mechaniki płłynynóów, w w, w 
analizie przewodnictwa cieplnego, w analizie przewodnictwa cieplnego, w 
wibroakustyce czy analizie rwibroakustyce czy analizie róóżżnego typu pnego typu póól. l. 
Czyli we wszystkich zagadnieniach, ktCzyli we wszystkich zagadnieniach, któóre re 
momożżemy opisaemy opisaćć poprzez rpoprzez róównania rwnania róóżżniczkowe niczkowe 
wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi wraz z odpowiednimi warunkami brzegowymi 
(ZIENKIEWICZ O.C., TAYLOR R.L.). (ZIENKIEWICZ O.C., TAYLOR R.L.). 
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•• Tak wiTak więęc zadanie formuc zadanie formułłowane jest owane jest 
nastnastęępujpująąco: szukamy nieznanych funkcji co: szukamy nieznanych funkcji 
uu spespełłniajniająących opisujcych opisująący ukcy ukłład rad róównawnańń
rróóżżniczkowych, lub w szczegniczkowych, lub w szczegóólnolnośści jedno ci jedno 
rróównaniewnanie
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•• w zadanym obszarze w zadanym obszarze ΩΩ wraz z wraz z 
warunkami brzegowymiwarunkami brzegowymi
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•• na granicach tego obszaru na granicach tego obszaru ΓΓ

element
B(u) = 0

Γ Γe

Ωe

x

y

A(u) = 0
Ω

Rozpatrywany obszar  Ω i granica Γ

Szukane funkcje mogą być funkcjami skalarnymi, 
wektorowymi lub przedstawiać kilka funkcji.
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•• Metoda elementMetoda elementóów skow skońńczonych dostarcza czonych dostarcza 
ogogóólnego schematu postlnego schematu postęępowania w celu powania w celu 
konstruowania szukanych funkcji poprzez konstruowania szukanych funkcji poprzez 
przyjprzyjęęcie postaci aproksymacyjnejcie postaci aproksymacyjnej

u u N a Na≈ = =∑$ i i

n

1

gdzie Ni są tzw. funkcjami kształtu które 
określone są w układzie lokalnym elementu lub 
podobszaru, ai są natomiast parametrami 
węzłowymi, w większości nieznanymi. 
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AAproksymacjproksymacjaa w elemenciew elemencie

•• metodmetodaa residuresiduóów waw ważżonychonych
(sformu(sformułłowanie owanie ““ssłłabeabe””) ) -- metodmetodaa
GalerkinaGalerkina,,

•• funkcjonafunkcjonałł wariacyjnywariacyjny problemuproblemu
(sformu(sformułłowanie owanie ““silnesilne””)) -- metodmetodaa
RayleighaRayleigha--RitzaRitza

Dwa sformułowania:Dwa sformułowania:
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OgOgóólny algorytm  metody lny algorytm  metody 
elementelementóów skow skońńczonychczonych

W pierwszym etapie metody nastW pierwszym etapie metody nastęępuje puje 
podziapodziałł wnwnęętrza i brzegu obszaru trza i brzegu obszaru 
rozwirozwiąązania na skozania na skońńczonczonąą liczbliczbęę
podobszarpodobszaróów zwanych elementami w zwanych elementami 
skoskońńczonymi. Podziaczonymi. Podziałł obszaru na obszaru na 
elementy nazywamy elementy nazywamy procesem procesem 
idealizacjiidealizacji geometrii ukgeometrii ukłładu. Przewaadu. Przeważżnie nie 
na tym etapie upraszcza sina tym etapie upraszcza sięę ksztakształłt t 
rozwarozważżanego obszaru.anego obszaru.
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Przykłady typów elementówPrzykłady typów elementów
1-D1-D

BelkowyBelkowy elementelement
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ProstokątnyProstokątny
elementelement

TrTrójkątnyójkątny
elementelement

1
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OgOgóólny algorytm  metody lny algorytm  metody 
elementelementóów skow skońńczonychczonych

AAnalizanaliza poszczegposzczegóólnych lnych elementelementóóww. . 
ZZ analizy na poziomie elementu uzyskuje analizy na poziomie elementu uzyskuje 
sisięę zwizwiąązek mizek mięędzy oddziadzy oddziałływaniami w ywaniami w 
wwęęzzłłach a parametrami tych wach a parametrami tych węęzzłłóów. w. 
W wyniku tego procesu tworzy siW wyniku tego procesu tworzy sięę
macierz zwanmacierz zwanąą macierzmacierząą sztywnosztywnośścici
elementu skoelementu skońńczonego, ktczonego, któórej rej 
skskłładnikami sadnikami sąą oddziaoddziałływania w wiywania w więęzach zach 
od parametrod parametróów jednostkowych kolejnych w jednostkowych kolejnych 
wiwięęzzóów.w.
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Macierz sztywności elementuMacierz sztywności elementu

•• KKee -- macierz sztywnomacierz sztywnośści elementu o wymiarze ci elementu o wymiarze n x nn x n, , 

•• aaee -- wektor o wymiarze wektor o wymiarze nn x 1, skx 1, skłładowymi ktadowymi któórego rego 
ssąą parametry wparametry węęzzłłowe elementuowe elementu

•• rree -- wektor w wymiarze wektor w wymiarze nn x 1, skx 1, skłładowymi ktadowymi któórego rego 
ssąą oddziaoddziałływania w wywania w węęzzłłach elementu.ach elementu.

K a re e e=
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Analiza elementuAnaliza elementu

Analiza elementu, czyli uzyskanie macierzy Analiza elementu, czyli uzyskanie macierzy 
sztywnosztywnośści jest stosunkowo zci jest stosunkowo złłoożżonym onym 
problemem MESproblemem MES--u. Pojawia siu. Pojawia sięę tu szereg tu szereg 
problemproblemóów. Przede wszystkim w wyniku w. Przede wszystkim w wyniku 
podziapodziałłu obszaru na elementy i zau obszaru na elementy i załłoożżenia, enia, 
żże poe połąłączone sczone sąą one w skoone w skońńczonej liczbie czonej liczbie 
wwęęzzłłóów, nastw, nastęępuje naruszenie cipuje naruszenie ciąąggłłoośści ci 
odksztaodkształłceceńń wzdwzdłłuużż linii podzialinii podziałłu.u.
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OgOgóólny algorytm  metody lny algorytm  metody 
elementelementóów skow skońńczonychczonych

AAnaliza uknaliza ukłładuadu. Etap ten polega na . Etap ten polega na 
zszywaniu poszczegzszywaniu poszczegóólnych elementlnych elementóów w w w 
cacałłoośćść, z kt, z któórej zostarej zostałły wydzielone. y wydzielone. 
Wykorzystuje siWykorzystuje sięę przy tym warunki przy tym warunki 
zgodnozgodnośści i rci i róównowagi wwnowagi węęzzłłóów.w.

W efekcie otrzymujemy ukW efekcie otrzymujemy ukłład rad róównawnań ń 
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Agregacja elementówAgregacja elementów
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DyskretyzacjaDyskretyzacja

ObszarObszar

BBrzegrzeg

ElementElement

WęzełWęzeł

Płyta BetonowaPłyta Betonowa
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PrzykładPrzykład
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Siatka elementówSiatka elementów

1 2 3 4 5

1 2 3 4
u1= 0

u2 u3
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DyskretyzacjaDyskretyzacja liniowaliniowa

1 2 3 41 2 3 4 5
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Dyskretyzacja Dyskretyzacja kwadratowakwadratowa

1
2 3 4 53
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u4
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u2u1= 0

1 2
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Macierz sztywności układuMacierz sztywności układu

•• KK -- macierz kwadratowa zwana macierzmacierz kwadratowa zwana macierząą
sztywnosztywnośści ukci ukłładu,adu,

•• aa -- wektor, ktwektor, któórego skrego skłładowymi sadowymi sąą niewiadome niewiadome 
parametry wparametry węęzzłłoweowe

•• rr -- wektor, ktwektor, któórego skrego skłładowymi sadowymi sąą obciobciążążenia enia 
wwęęzzłłowe.owe.

Wymiary Wymiary KK, , aa, , rr zalezależążą od liczby wod liczby węęzzłłóów w ukw w ukłładzie i adzie i 
liczby skliczby skłładowych parametradowych parametróów ww węęzzłłowych.owych.

Ka r=
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RRóównowagwnowagaa elementuelementu

Dla opisu stanu rDla opisu stanu róównowagi elementu przyjmuje wnowagi elementu przyjmuje 
sisięę skoskońńczonczonąą liczbliczbęę parametrparametróów, mimo w, mimo żże w e w 
przypadku elementu wyciprzypadku elementu wycięętego z kontinuum tego z kontinuum 
parametrparametróów jest nieskow jest nieskońńczenie wiele. Dlatego teczenie wiele. Dlatego teżż
metoda elementmetoda elementóów skow skońńczonych jest metodczonych jest metodąą
przybliprzybliżżononąą, aproksymacyjn, aproksymacyjnąą. Powstaje pytanie, . Powstaje pytanie, 
czy dokczy dokłładnoadnośćść metody jest dostateczna, i od metody jest dostateczna, i od 
czego ona zaleczego ona zależży?y?
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Wymagania przy budowie Wymagania przy budowie 
elementuelementu

•• Warunek zgodności: Warunek zgodności: 

a) ciągłość pola przemieszczeńa) ciągłość pola przemieszczeń

•• Warunki zupełności: Warunki zupełności: 

a) opis w elemencie pola stałych a) opis w elemencie pola stałych 
przemieszczeńprzemieszczeń

b) brak odkształceń przy sztywnych b) brak odkształceń przy sztywnych 
ruchach elementu  ruchach elementu  
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DDokokłładnoadnośćść metody metody 

•• zazałłoożżone funkcje dokone funkcje dokłładniej opisujadniej opisująą
rzeczywisty rozkrzeczywisty rozkłład pola elementuad pola elementu

•• podziapodziałł na elementy jest bardziej gna elementy jest bardziej gęęstysty

OgOgóólnie molnie możżna powiedziena powiedziećć, , żże doke dokłładnoadnośćść
metody jest tym  wimetody jest tym  więększa im:ksza im:
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SpeSpełłnienie tylko drugiego warunku nie jest nienie tylko drugiego warunku nie jest 
wystarczajwystarczająące do uzyskania poprawnych ce do uzyskania poprawnych 
wynikwynikóów. Kluczowy jest dobw. Kluczowy jest dobóór funkcji r funkcji 
interpolacyjnych opisujinterpolacyjnych opisująących stan cych stan 
odksztaodkształłcenia elementu w zalecenia elementu w zależżnonośści od ci od 
wartowartośści przemieszczeci przemieszczeńń wwęęzzłłowych. owych. 
Funkcje te okreFunkcje te okreśśla sila sięę w w MESieMESie mianemmianem

funkcji ksztafunkcji kształłtutu
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FFunkcje ksztaunkcje kształłtutu

1.1. funkcje opisujfunkcje opisująące pole funkcji ce pole funkcji 
rozwirozwiąązujzująącej powinny gwarantowacej powinny gwarantowaćć ich ich 
ciciąąggłłoośćść wewnwewnąątrz elementu oraz trz elementu oraz 
zgodnozgodnośćść (do rz(do rzęędu o jeden rzdu o jeden rząąd d 
mniejszy nimniejszy niżż rzrząąd najwyd najwyżższej pochodnej szej pochodnej 
wystwystęępujpująącej w rcej w róównaniu cawnaniu całłkowym) na kowym) na 
granicy podziagranicy podziałłu u -- w elementach w elementach 
ssąąsiednichsiednich

Przyjmując funkcje kształtu należy dążyć do 
spełnienia następujących warunków:
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2.2. funkcje muszfunkcje musząą zapewniazapewniaćć momożżliwoliwośćść
realizacji starealizacji stałłej wartoej wartośści funkcji ci funkcji 
rozwirozwiąązujzująącej lub jej pochodnych (do cej lub jej pochodnych (do 
rzrzęędu o jeden rzdu o jeden rząąd mniejszy nid mniejszy niżż rzrząąd d 
najwynajwyżższej pochodnej wystszej pochodnej wystęępujpująącej w cej w 
rróównaniu cawnaniu całłkowym) wewnkowym) wewnąątrz trz 
elementu, co uwzglelementu, co uwzglęędnia oczywisty fakt, dnia oczywisty fakt, 
żże wraz ze zmniejszaniem sie wraz ze zmniejszaniem sięę wymiarwymiaróów w 
elementu, wartoelementu, wartośćść funkcji rozwifunkcji rozwiąązujzująącej cej 
zmierza do pewnej stazmierza do pewnej stałłej wartoej wartośści. ci. 
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FFunkcje ksztaunkcje kształłtutu

SpeSpełłnienie powynienie powyżższych warunkszych warunkóów zapewnia w zapewnia 
na ogna ogóółł monotonicznmonotonicznąą zbiezbieżżnonośćść
poszukiwanego rozwiposzukiwanego rozwiąązania, do rozwizania, do rozwiąązania zania 
dokdokłładnego, w miaradnego, w miaręę zwizwięększania liczby kszania liczby 
elementelementóów przy jednoczesnym zmniejszaniu w przy jednoczesnym zmniejszaniu 
ich objich objęętotośścici

WWłłaaśściwy dobciwy dobóór funkcji ksztar funkcji kształłtu jest tu jest 
zagadnieniem o podstawowym znaczeniu w zagadnieniem o podstawowym znaczeniu w 
analizie elementu.analizie elementu.


